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学習院大学理学部川崎徹郎
学習院大学理学部水谷　明
　平成12年度の川崎ゼミでは、上記表題の研究にもとづきMathematlicaを用いて曲
面の模型を製作した。以下に述べるような曲面の模型の製作は、筆者自身のアイディ
アによるものである。
1　Matllematica上の曲線論
空間曲線を与えるには、次のように関数を定めればいい。
　　　　　　　　　　　x［t＿］ニ｛aCos［t］，aSin［t］，bt｝
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関数を定義するときは、左辺の引数の指定に文字にアンダーバー”一”をっける。命令
の実行にはシフトリターンを打つ。ベクトルを定めるには、3つの成分を並べてプレ
イスで囲む。このようなものを、一般にリストといい、ここでは3次元ベクトルを表
す。曲線の画像を得るにはParametricPlot3Dを用いる。
a＝1；b＝1；
ParametricPlot3D［x［t］，｛t，　O，4Pi｝］
Line命令を用いても同じことができる。その場合には曲線を3次元ベクトルのリス
トで表す必要がある。Do命令を用いてリスト1を生成する。1＝Append［1，x［tt］］は1
にX［tt］を最後の成分として付け加えたものをあらためて1とせよ、という命令であ
る。ここで、引数tに値を代入するとき、わざと文字ttを使用している。これは文
字変数tを生かしておくためである。ある文字変数に数値を代入すると、以後その文
字は定数に変化してしまう。試みにリスト1をダンプしてみよ。ただ1と打って実行
すればいい。
1＝｛｝；
Do［ttニN［i　4　Pi／400］；1＝Append［1，　x［tt］］，｛i，0，400｝】；
Show［Graphics3D［Line［1］｝｝
曲線の曲率を求めよう。まず速度ベクトルdxdt［t］を計算する。微分はD［f［t］，t］で計
算される。Evaluate日はその場で計算せよという命令である。速度ベクトルの大き
さが速さdsdt［t］である。ベクトルの内積は”．”で与えられる。速度ベクトルを正規
化することにより第1フルネ標構e1［t］を得る。
dxdt［t－］＝Evaluate［D［x［t］，t］l
dsdt［t－］＝Sqrt［dxdt［t］。dxdt［t］］
e1［t＿］＝dxdt［t］／dsdt［t］
第1フルネ標構の変化率を速さで割れば、単位長さあたりの変化率になり、それが曲
率ベクトルK［t］である。曲率ベクトルの大きさが曲率k［t］である。
K［t－］＝Evaluate［D［e1［t］，t］］／dsdt［t］
k［t－］＝Sqrt［K［t］．K［t］］
さらに、第2フルネ標構e2［t】、第3フルネ標構e3［t］、振率tor［t］を計算することが
できるが、この報告書では以後用いることはない。外積はCross【，］で表す。　Simplify［」
は式の整頓を行う。また、”％”はその直前の出力を表す。二重に定義すればあとの
定義が残る。
e2国＝K［t］／k【t］
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　　　　　　　　　　　e3［t＿］＝Cross［e1［t］，e2［t］］
　　　　　　　　　　　e3［t－］＝Simplify［％］
　　　　　　　　　　　tor［t－］ニEvaluate［D［e2［t］，t］】．e3［t］／dsdt［t］
　　　　　　　　　　　tor［t．］＝Simplify［％1
最後に、与えられた速さdsdt［t］と曲率k［t］をもつ平面曲線x［t］を近似的に求めてみ
よう。初期値｛xO，yO｝と初期方向thOを任意に与えるとする。時刻tOからt1まで
速度はdsdt［（tO＋t1）／2］で進むであろうから、　t1での位置｛x1，y1｝は
　　　　｛x1，y1｝＝：｛xO，yO｝十｛Cos［thO］　，　Sin［thO］｝dsdt［（tO十tl）／2］（t1－tO）
で与えられる。またその間の向きの変化率はk［（to＋t1）／2］であるから、　th1は
　　　　　　　th1＝thO十k［（tO十t1）／2］dsdt［（tO十t1）／2｝（tl－tO）
となる。平面曲線の場合、曲率は符号っきで、正なら左曲がり、負なら右曲がりであ
る。このステップを繰り返すことにより折れ線｛｛xO，yO｝，｛x1，y1｝，＿，｛xd，yd｝｝が得
られる。たとえば
k国＝C・s［t］
xO＝0；x1＝0；thO＝0；dニ200；
1＝｛｛xO，yO｝｝；
Do［tO＝iPi／d；tl＝tO十Pi／d；
　｛x1，y1｝＝｛xO，yO｝十｛Cos［thO］，Sin［thO］｝dsdt［（tO十t1）／2］（t1－tO）；
　th1＝thO十k［（tO十t1）／2］dsdt［（tO十t1）／2］（t1－tO）；
　｛xO，　yO，thO｝＝｛x1，y1，th1｝；
　1＝Append［1，｛xO，yO｝］；
　，｛i，0，d－1｝］
Show［Graphics［Line［1］］，AspectRatio→Automatic］
2　Mathematica上の曲面論
　空間曲面も2つのパラメータをもつ3次元ベクトル値関数で表される。
x［u＿，v＿］＝｛a　Cos【ulCos［v］，bCos［u］Sin［v］，cSin［u】｝
一　39一
計算機センター年報　Vo1．22　2001
曲面の画像を得るにもParametricPlot3D［］命令を用いる。
　　　　　　　　　　　a＝1；b＝1／2；c＝1／3；
　　　　　　　　　　　ParametricPlot3D［x［u，v］，｛u，　－Pi／2，Pi／2｝，｛v，O，2Pi｝］
曲面の諸量を計算しよう。まず、偏導関数を求める。定義より第1基本量が定まる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xu［u－，　v－］＝Evaluate［D［x［u，v］，u］］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xv［u－，　v－］＝Evaluate［D［x［u，v］，v］］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　911［urv＿］＝xu［u，v］．xu［u，v］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　912［u＿，v＿］＝xu［uiv］．xv［u，v］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　922［u＿，v＿］＝xv［u，v］．xv［u，v］
g11［u，v］，g22［u，v］はそれぞれu曲線、　v曲線の速さの2乗である。　g12［u，v］はu曲線、
v曲線の速度ベクトルの内積で、それらのっくる角θを求めることができる。
　　　　　　　　　　　θ［u＿，v－］ニArcCos［g12［u，v］／Sqrt［g11［u，v］g22［u，v］］］
単位法ベクトルn［u，v］も基本的である。
　　　　　　　　　　　　n［u．，v．］＝Cr・ss［xu［u，v］，xv［u，v］］／
　　　　　　　　　　　　　Sqrt［Cross［xu［u，v］，xv［u，v］］．Cross［xu［utv］，xv［u，v］］］
　　　　　　　　　　　　n［u　．，　v．］＝Simplify［％］
さらに、2階偏導関数と第2基本量を求めることができる。第2基本量は以後の計算
には用いられない。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
xuu［u＿，　v－］＝Evaluate［D［xu［u，v］，u］］
xuv［u－，　v－］ニEvaluate［D［xu［u，v］，v］］
xvv［u－，　v＿］＝Evaluate［D［xv［u，v］，v】］
hl1［u．，　v－］＝n［u，v］．xuu［u，・］
h12［u＿，　v＿］＝n［u，v］．xuv［u，v］
h22［u＿，　v＿］：＝n［u，v］．xvv［u，v］
3　曲面上の曲線の展開
　曲面X［U，V］において、　V＝VVを固定し、　Uをパラメータとする曲線をU曲線という。
同じく、U＝UUを固定し、　VをパラメータとするV曲線も考えられる。これらの曲線
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の1っを取りあげる。曲面のうち、曲線から一定幅wdの内側の帯状の部分を切り取
り、平面上に広げることを試みよう。この帯の曲率を求めたい。逆の操作は、平面上
に与えられた帯状の曲線を曲面に巻きっけることである。
　曲面上に描かれた曲線0の曲率ベクトルK［t］を曲面に垂直なベクトルKn［t］と曲
面に接するベクトルKg［t］の和に分ける。垂直な方Kn［t］を法曲率ベクトル、接する
方Kg［t］を測地曲率ベクトルという。
　曲線0上を一定の速さで走る自動車のうける加速度がその曲線の曲率である。そ
れを曲面に垂直な成分と接する成分に分解する。曲面に垂直な成分、法曲率は曲面が
曲がっているため、自動車がうける加速度である。一方、曲面に接する成分、測地曲
率は自動車がカーブを描くためにハンドルを切るためにうける加速度である。実際、
曲面論によると、法曲率はその点での曲線の向きと曲面の曲率から定まり、曲線の曲
がり方にはよらない量であることがわかる。
　曲面に含まれる曲線のうち、測地曲率が0の曲線を測地線という。曲面上を、ハン
ドルを直進に保ったままで走る自動車の軌跡である。もちろん、曲面が曲がっている
から直線的に走ることはできない。法曲率の分だけ曲がらざるを得ない。測地線は曲
線に含まれる曲線のうちもっともまっすぐなものと考えられる。実際、測地線はその
上の十分に近い2点に対し、曲面に含まれる曲線の中で、最短経路を与えていること
が知られている。
　このように考えると、u曲線、　v曲線を中心とする幅2wdの帯を平面に展開して得
られる曲線の曲率は、その曲線の測地曲率であることがわかる。これが曲面の展開図
を求める原理である。
　U曲線、V曲線の測地曲率を求めよう。　U曲線の速度ベクトルはXU［U，V］で、その
大きさはSqrt［g11［u，v］］である。したがって、その曲率ベクトルは次のように計算で
きる。
dsdt［t＿，　vr］ニSqrt［g11［t，v］］
e1［t，　v＿．］＝xu［t，v］／dsdt［t，v］
K［t＿，　vL］＝Evaluate［D［e1［t，v］，t］］／dsdt［t，v］
e1［t］とその点での単位法ベクトルとの外積をとれば、測地曲率Kg［t］方向の単位ベク
トルe2国が得られる。したがって、測地曲率は次式で得られる。
e2［t＿，　v＿］ニCross［n［t，v］，e1［t，v］］
kg［t－，　v－］＝K［t，v］．e2［t，v］
kg［t－，　v－］＝Simplify［％］
以上より、曲面模型の展開図を求めることができる。
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4　メビウスの帯の立体模型
　ゴムのような伸縮性のある素材でっくられた、帯状の長方形を、半回転ねじってつ
なげて得られる図形である。このとき、始点と終点で法線ベクトルの向きが逆になり、
向き付け不可能な曲面が得られる。そのパラメータ表示は次に与えられる。
x［ur・．］＝｛（1＋・C・s［u／2DC・s［u］，
　（1十vCos［u／2］）Sin［u］，vsin［u／2］｝
ParametricPlot3D［x［u，v］t｛u，0，2Pi｝，｛v，　－O．3，0．3｝，
　PlotPoints→｛40，4｝，Boxed→False　，　Axes→False］
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得られた展開図を示す。
完成写真を示す。
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5　クロスキャップコノイドの立体模型
　z軸に直交した直線が動いて描く曲面を一般にコノイドという。次式で表すことが
できる。
　　　　　　　　　　　x［u．，・一］＝｛・C・s［・］，u　Si・［・］，f［・］｝
u曲線は2軸に直交した直線で、v曲線はx2＋y2＝一定であるから、これらは直交
する。螺旋面はコノイドの例で、f［v］＝avとしたものである。
　ここではf［v］；Sin［2v］を採用する。すると：軸に直交する直線は、動径としての角
度vが一牙から牙まで動く間にその高さzが一1から1まで上昇し、次にvが牙か
ら並まで動く問に高さが1から一1まで下降してもとの位置に戻る。ここまでのv　4の変化はちょうどπであるから、もとの位置に戻るといっても、向きが逆転して戻る
ことになる。したがって、得られた曲面はメビウスの帯と同相で向き付け不可能であ
る。位相的には叉帽またはクロスキャップといわれている曲面であるので、ここでは
クロスキャップコノイドということにする。以下使用するパラメータ表示はuの代わ
りにSinh［u］を用いている。
x［u＿，v＿ユ＝｛Sinh［u］Cos［v］，Sinh［u〕Sin［v］，Sill［2v］｝
ParametricPlot3D［x［u，v］，｛u，－Pi／2，Pi／2｝，｛v，O，　Pi｝，
　PlotPoints→40］
?
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得られた展開図を示す。
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完成写真を示す。
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6　直線から生成される一葉双曲面の立体模型
　1，0，0を通り、方向ベクトルO，1，1で定まる直線をz軸を中心に回転させて得られる
軌跡は一葉双曲面である。その模型をっくる。パラメータ表示は次で与えられる。
L［t－］＝｛1，0，0｝十t｛0，1，1｝
Rz［th＿］＝｛｛Cos［th］，－Sin［th］，0｝，
　｛Sin［tll］，Cos［thl，0｝，｛010，1｝｝
x［・1－，v．］＝Rz［v］．L［u］
ParametricPlot3D［x［u，v］，｛u，－2，2｝，｛v，0，2Pi｝］
／／撰／＼
???
?ー?
??
?
?
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得られた展開図を示す。
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完成写真を示す。
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7　レムニスケート管から得られる短絡二芯コードの立体
　　模型
　レムニスケートは2点からの距離の積が一定の平面曲線である。次のような表示を
もつ。
　　　　　　　　　　　　f［t＿］＝Cos［t］／（1十（Sin［tD＾2）
　　　　　　　　　　　　9［t］＝Sin［t］Cos［t］／（1十（Si11［‘］）＾2）
　　　　　　　　　　　　L［t＿］＝｛f［t］，9［tユ｝
　　　　　　　　　　　　ParametricPlot3D［L［t］，｛t，o，2Pi｝，
　　　　　　　　　　　　AspectRatio→Automatic］
／
＼
　レムニスケートから生成される管を考え、長方形からメビウスの帯を得るように、
半回転ねじってつなげることができる。これは二芯コードを輪にして、プラスとマイ
ナスをつなげたものと思えるから、上記のように呼ぶことにする。次のようなパラ
メータ表示がある。
　　　　　　　　X［U．iV．］＝
　　　　　　　　　　｛（2十9［u］Cos［v／2］十f［u］Sin［v／2］）Cos［v］，
　　　　　　　　　　（2十9［u］Cos［v／2］十f［u］Sin［v／2DSin［v］，
　　　　　　　　　f［u］Cos［v／2］－9［u］Sin［v／2］｝
　　　　　　　　ParametricPlot3D［x［u，v］，｛u，O，2Pi｝，｛v，0，2Pi｝］
　　　　　　　　　　　　　／L＼＼
．／
、 、
、
〆
〆
、
＼
??》?
???
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得られた展開図を示す。
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完成写真を示す。
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8　曲率線をパラメータ曲線とする楕円面の立体模型
　次の式を考える。
　　　　　　　　x［u＿，v＿］＝｛Sqrt［（a十u）（a十v）a／（（b－a）（c－a））］，
　　　　　　　　　　Sqrt［（b十u）（b十v）b／（（a－b）（c－b））］，
　　　　　　　　　　Sqrt［（c十u）（c十v）c／（（a－c）（b－c））］｝
計算するとギ＋誓＋誤＝1であることがわかる。すなわち、上式は楕円面を表す。
ただし、x≧O，　Y≧0，z≧0であるから、楕円面のきである。
a＝4；b＝2；c＝1；
ParametricPlot3D［x［u，v］，｛u，－4，－2｝，｛v，－2，－1｝］
　　　／
　　　　　／．武
?
?
??? ??
8つあわせた楕円面を描こう。
／
／
／
、
???、?、 ???「ー???。
／
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得られた展開図を示す。
完成写真を示す。
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9　ヴィラルソ円をパラメータ曲線とするトーラスの立体
　　模型
　まず、トーラスを描く。
　　　　　　　　x［u＿，v＿］＝｛（2十Cos［v］）Cos［u］，（2十Cos［v］）Sin［u］，
　　　　　　　　　Sill［V］｝
　　　　　　　　ParametricPlot3D［x［u，v］，｛u，0，2Pi｝，｛v，O，2Pi｝］
／r
／
！
’
／
’
、、、
＼
’
〆
〆 ??、?
?????
?ー?
、＼
?
vec1，vec2を次のベクトルとし、それらの張る平面上の円L［t］を次の通りとする。
トーラスに対する位置を示す。
　　　　　　　　　vec　1＝｛1，0，0｝；
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vec2＝｛O，Sqrt［3］／2，1／2｝；
L［t＿］＝（2Cos［t］十1）vec1十（2　Sin［t］）vec2；
へ＼＼
t4．g
　／t
　直線はトーラスの断面の共通内接線で、円L国はトーラス上にある。この円をヴィ
ラルソ円という。ヴィラルソ円をz軸を中心に回転させればトーラスを生成する。
x［u－，v－］＝Rz［v］．L［u］
ParametricPlot3D［x［u，v］，｛u，O，2Pi｝，｛v，O，2Pi｝］
＼ 7
’
?、＼ ＼
、
????
ア
?、??、
＼
一53一
200i計算機センター年報　Vol．22
得られた展開図を示す。
??????????　　
@　N＼
完成写真を示す。
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